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Данная работа посвящена построению квадратур для некоторых интегрируемых систем
на двумерной единичной сфере с гамильтонианом натурального вида и вторым интегралом
движения третьей или четвертой степени по импульсам.
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1. Введение
В ряде работ [19–23, 25] были построены новые переменные разделения для несколь-
ких интегрируемых систем натурального вида на двумерной единичной сфере, обладающих
интегралами движения третьей и четвертой степени по импульсам. Основной целью этих
работ было развитие аппарата бигамильтоновой геометрии, позволяющего вычислять пе-
ременные разделения и разделенные уравнения, используя при этом только выражения
для интегралов движения и определение кинематической скобки Пуассона, относительно
которой они находятся в инволюции.
В данной работе мы сосредоточимся на построении отображений исходных физических
переменных в переменные разделения и построении обратных отображений, на вычислении
соответствующих квадратур Абеля–Якоби и на обсуждении возможных интегрируемых де-
формаций исходных систем, отвечающих алгебраическим кривым третьего рода.
После этого мы планируем провести численный и алгебро-геометрический анализ полу-
ченных квадратур, для того чтобы понять все возможности используемого математического
аппарата для исследования механических систем.
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Так как рассматриваемые системы тесно связаны с динамикой твердого тела, то в ка-
честве исходных физических координат мы будем использовать вектор углового момента
J = (J1, J2, J3) и вектор Пуассона x = (x1, x2, x3) в подвижной системе координат, связанной
с главными осями инерции [2]. Скобки Пуассона между этими переменными{
Ji, Jj
}
= εijkJk,
{
Ji, xj
}
= εijkxk,
{
xi, xj
}
= 0 (1.1)
являются скобками Ли–Пуассона на алгебре Ли e∗(3). Как обычно, используя функцию
Гамильтона H и скобку Пуассона (1.1) на алгебре e∗(3) группы движений трехмерного ев-
клидова пространства, исходные уравнения Эйлера–Пуассона можно переписать в гамиль-
тоновой форме
J˙i = {Ji,H}, x˙i = {xi,H}. (1.2)
Напомним, что гамильтонова динамика на алгебре e∗(3) в общем случае получается в ре-
зультате редукции относительно симметрий евклидовой группы E(3) на 12-мерном фазовом
пространстве T ∗E(3) [2].
Геометрические интегралы уравнений Эйлера–Пуассона
C1 = |x|2 ≡
3∑
k=1
x2k, C2 = 〈x, J〉 ≡
3∑
k=1
xkJk, (1.3)
где 〈., .〉 обозначает скалярное произведение, являются элементами Казимира для данной
скобки Пуассона. Используя каноническое преобразование x → αx, всегда можно положить
C1 = 1, так что всюду далее мы будем считать x вектором единичной длины.
Если интеграл площадей C2 = 〈x, J〉 равен нулю, то вместо динамики твердого тела
можно рассматривать движение точки по поверхности единичной сферы S2 [2]. Далее мы
будем использовать стандартные сферические координаты на ее кокасательном расслоении
T ∗S2
x1 = sinφ sin θ, x2 = cosφ sin θ, x3 = cos θ,
J1 =
sinφ cos θ
sin θ
pφ − cosφpθ, J2 = cosφ cos θsin θ pφ + sinφpθ, J3 = −pφ,
(1.4)
для описания канонических переменных разделения.
Как обычно, все интегралы движения представлены с точностью до линейных канони-
ческих преобразований, которые состоят из вращений
x → αU x, J → U J, (1.5)
где α — произвольный параметр, а U — ортогональная матрица с постоянными элементами,
и сдвигов
x → x, J → J + S x, (1.6)
где S — произвольная кососимметричная постоянная матрица размером 3×3 .
Кроме того, любые каноническое преобразования сферических переменных (1.4) также
порождают автоморфизмы e∗(3). Например, тривиальное каноническое преобразование
pθ → pθ + f(θ) (1.7)
приводит к «обобщенному» сдвигу, зависящему от произвольной функции f(x3):
J1 → J1 − x2f(x3)√
x21 + x
2
2
, J2 → J2 + x1f(x3)√
x21 + x
2
2
. (1.8)
Это и более сложные канонические преобразования алгебры e∗(3) подробно обсуждаются
в работах [2, 11].
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2. Волчок Ковалевской и система Чаплыгина
Следуя [19–21, 23], определим новые вещественные координаты q1,2 на кокасательном
расслоении T ∗S2, в виде корней следующего полинома
B(λ) = (λ− q1)(λ− q2) = λ2 −
p2θ sin
2 θ + p2φ cos
2 θ
sinα θ cos2 θ
λ− a2 − b2 − (2.1)
− (a cosαφ− b sinαφ)(p
2
θ sin
2 θ + p2φ cos
2 θ)
sinα θ cos2 θ
− 2 sin θ(a sinαφ + b cosαφ)pφ pθ
sinα θ cos2 θ
.
Если ввести еще один вспомогательный полином
A(λ) =
sin θpθ
α cos θ
λ +
a sinαφ + b cosαφ
α
pφ − sin θ(a cosαφ− b sinαφ)
α cos θ
pθ,
такой, что
{B(λ), A(μ)} = 1
λ− μ
(
(μ2 − a2 − b2)B(λ)− (λ2 − a2 − b2)B(μ)
)
, {A(λ), A(μ)} = 0,
то
pj = − 1
u2j − a2 − b2
A(λ = qj), j = 1, 2, (2.2)
являются канонически сопряженными импульсами к координатам q1,2:
{qi, pj} = δij , {q1, q2} = {p1, p2} = 0.
Далее мы докажем, что в случае α = 1, 2 эти вещественные переменные являются перемен-
ными разделения для волчка Ковалевской и системы Чаплыгина соответственно.
2.1. Волчок Ковалевской
Начнем с волчка Ковалевской, для которого интегралы движения имеют вид
H1 = J21 + J
2
2 + 2J
2
3 + 2bx1, (2.3)
H2 = (J21 + J
2
2 )
2 − 4b
(
x1(J21 − J22 ) + 2x2J1J2
)
− 4b2x23.
В своей оригинальной работе Ковалевская сначала определяет комплексные переменные
z1 = J1 + iJ2, z2 = J1 − iJ2,
а затем сразу определяются переменные разделения
s1,2 =
R(z1, z2)±
√
R(z1, z1)R(z2, z2)
2(z1 − z2)2
,
соответствующий полином четвертой степени R(zi, zk) можно найти в [2, 13]. В этих новых
переменных уравнения движения (1.2) имеют следующий вид:
(−1)k (s1 − s2)s˙k =
√
P (sk) , k = 1, 2,
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где
P (s) = 4
(
(s −H1)2 − H2 + 4b
2C1
4
)[
s
(
(s −H1)2 + b2C1 − H2 + 4a
2C1
4
)
+ b2C2
]
. (2.4)
Таким образом, исходные уравнения движения приводятся к гиперэллиптическим квадра-
турам
s˙1√
P (s1)
+
s˙2√
P (s2)
= 0,
s1s˙1√
P (s1)
+
s2s˙2√
P (s2)
= i.
Подставляя сопряженные моменты psk вместо
√
P (sk), мы получим квадратуры и разделен-
ные уравнения в терминах канонических переменных разделения. Решая проблему Якоби
об обращении отображения Абеля, мы проинтегрируем данные квадратуры в терминах ги-
перэллиптических функций второго рода от времени. После этого мы должны подставить
полученные функции от времени sk(t) и psk(t) в начальные переменные x, J . Соответству-
ющие выражения можно найти в работах [12, 13].
Обсуждение других переменных разделения для некоторых частных случаев в задаче
Ковалевской можно найти в [2]. Как обычно, различные переменные разделения связаны
с различными интегрируемыми деформациями исходных интегралов движения.
2.1.1. Новые вещественные переменные разделения для случая C2 = 0
Согласно [23] , в случае α = 1 координаты q1,2 (2.1) являются переменными разделения
для уравнения Гамильтона–Якоби при
H = J21 + J
2
2 + 2J
2
3 + +2ax2 + 2bx1.
Данная функция Гамильтона приводится к гамильтониану H1 (2.3) поворотом (1.5) вокруг
третьей оси координат [2, 11]. Поэтому мы положим a = 0 в определении координат (2.1).
В этом случае при α = 1 и a = 0 новые координаты q1,2 (2.1) являются корнями
следующего полинома второй степени по λ:
B(λ) = (λ− q1)(λ− q2) = λ2 +
√
x21 + x
2
2 (J
2
1 + J
2
2 )
x23
−
b
(
x1(J21 − J22 ) + 2x2J1J2
)
x23
− b2,
а сопряженные им моменты p1,2 равны
pk = −A(λ = qk)
q2k − b2
, A(λ) =
x1J2 − x2J1
x3
λ +
b
√
x21 + x
2
2J2
x3
.
Исходные физические переменные выражаются через эти канонические переменные следу-
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ющим образом:
x1 =
b2 − q1q2
b(q1 − q2)2
(
(b2 − q21)p21 + (b2 − q22)p22
)
− 2(b
2 − q21)(b2 − q22)
b(q1 − q2)2 p1p2,
x2 = −
√
(q21 − b2)(b2 − q22)
b(q1 − q2)2
(
b2(p1 − p2)2 − (p1q1 − p2q2)2
)
,
x3 =
√
1− (b
2 − q21)2p41 + (b2 − q22)2p42
(q1 − q2)2 +
2(b2 − q21)(b2 − q22)p21p22
(q1 − q2)2 ,
J1 =
√
(q21 − b2)(b2 − q22)(p1q1 − p2q2)
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22
x3
b
,
J2 = −q2(b
2 − q21)p1 − q1(b2 − q22)p2
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22
x3
b
,
J3 = −
√
(q21 − b2)(b2 − q22)
p1 − p2
q1 − q2 .
(2.5)
Областью определения координат q1,2 является интервал
q1 > b > q2,
аналогично стандартным эллиптическим координатам на сфере [2].
В этих переменных интегралы движения H1,2 (2.3) выглядят следующим образом:
H1 =
(b2 − q21)2p41 − (b2 − q22)2p42 − (q21 − q22)
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22
,
H2 =
(
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22 + q1 + q2
)(
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22 − q1 − q2
)
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22
×
×
(
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22 + q1 − q2
)(
(b2 − q21)p21 − (b2 − q22)p22 − q1 + q2
)
.
Теперь нам легко доказать, что интегралы движения и новые вещественные переменные
разделения удовлетворяют разделенным уравнениям
Φ =
(
2(q2 − b2)p2 + H1 +
√
H2
)(
2(q2 − b2)p2 + H1 −
√
H2
)
− 4q2 = 0 (2.6)
при q = q1,2 и p = p1,2. Уравнение Φ(q, p) = 0 с вещественными коэффициентами опре-
деляет гиперэллиптическую кривую третьего рода со стандартным базисом голоморфных
дифференциалов
Ω1 =
dq
p(b2 − q2)
(
H1 − 2(b2 − q2)p2
) , Ω2 = qdq
p(b2 − q2)
(
H1 − 2(b2 − q2)p2
) ,
Ω3 =
pdq
H1 − 2(b2 − q2)p2 .
Заметим, что на самом деле уравнение (2.6) инвариантно относительно инволюции (q, p) →
→ (−q, p); факторизация с учетом этой инволюции приводит нас к эллиптической кривой
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вместо кривой третьего рода. Тем самым, мы можем предположить, что решение уравне-
ний движения для волчка Ковалевской при нулевом значении интеграла площадей будет
выражаться через эллиптические функции времени.
В переменных разделения уравнения движения (1.2) имеют вид
q˙1
p1(b2 − q21)
(
H1 − 2(b2 − q21)p21
) + q˙2
p2(b2 − q22)
(
H1 − 2(b2 − q22)p22
) = 0,
q˙1
H1 − 2(b2 − q21)p21
+
q˙2
H1 − 2(b2 − q22)p22
= −2.
Эти квадратуры в интегральной форме∫ q1
q0
Ω1 +
∫ q2
q0
Ω1 = β1,
∫ q1
q0
Ω3 +
∫ q2
q0
Ω3 = −2t + β2 (2.7)
представляют собой отображение Абеля–Якоби на гиперэллиптической кривой, определяе-
мой уравнением Φ(q, p) = 0. В частности, это означает, что вместо p в выражения для диф-
ференциалов Ω1,3 (2.7) мы должны подставить функцию p(q) от q и интегралов движения,
полученную из уравнения (2.6).
Для того чтобы получить явное решение в тета-функциях, можно применить метод
корневых функций [5, 8, 27]. Тем самым, обращая отображение (2.7) и подставляя симмет-
рические функции от q1, q2, p1, p2 в (2.5), мы окончательно получим выражения для исход-
ных физических переменных x, J как функций от переменной времени и констант Якоби
β1,2.
2.1.2. Деформации волчка Ковалевской
Согласно [20, 23], решая разделенные уравнения
Φ1 =
(
2(q2−a2)p2+Ĥ1+
√
Ĥ2
)(
2(q2−a2)p2+Ĥ1−
√
Ĥ2
)
−4cu2+4du+e(q2−a2)p = 0, (2.8)
при q = q1,2 и p = p1,2, относительно Ĥ1,2, мы можем построить интегрируемую деформацию
исходного гамильтониана
Ĥ1 =
(
1− c− 1
x23
)
(J21 + J
2
2 ) + 2J
2
3 + 2bx1 +
d√
x21 + x
2
2
+
e(x2J1 − x1J2)
4
√
(x21 + x
2
2x3
. (2.9)
Второй интеграл движения при этом равен
Ĥ2 =
(x23 + c− 1)2
x43
(J21 + J
2
2 )
2 −
(
4(x1J21 − x1J22 + 2x2J1J2)(x23 + c− 1)
x23
+
J2
√
x21 + x
2
2e
x3
)
a−
− 4(x23 + c− 1)a2 +
(
(2(J21 + J
2
2 )(c− x21 − x22)√
x21 + x
2
2 x
2
3
+
(x2J1 − x1J2)e
2(x21 + x
2
2)x3
)
d +
d2
x21 + x
2
2
+
+
(J21 + J
2
2 )(x2J1 − x1J2)(c− x21 − x22)e
2
√
x21 + x
2
2x
3
3
+
(x2J1 − x1J2)2e2
16(x21 + x
2
2)x
2
3
.
(2.10)
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Согласно [11, 23], каноническое преобразование (1.8) приводит данную функцию Гамильто-
на (2.9) к натуральному виду
Ĥ1 =
(
1− c− 1
x23
)
(J21 + J
2
2 ) + 2J
2
3 + 2ax1 +
d√
x21 + x
2
2
− e
2
64(x23 + c− 1)
, (2.11)
при
f(x3) =
ex3
8(x23 + c− 1)
.
При c = 1 система совпадает с одной из деформаций волчка Ковалевской, рассматриваемых
в [29].
Всюду далее, при рассмотрении подобных интегрируемых деформаций, мы будем вы-
писывать только окончательную форму (2.11) получаемых функций Гамильтона, опуская
для краткости промежуточную форму (2.9).
В переменных разделения уравнения движения имеют вид
q˙1
(b2 − q21)
(
8Ĥ1p1 + e− 16p31(b2 − q21)
) + q˙2
p2(b2 − q22)
(
8Ĥ1p2 + e− 16p32(b2 − q22)
) = 0,
q˙1
8Ĥ1p1 + e− 16p31(b2 − q21)
+
q˙2
8Ĥ1p2 + e− 16p32(b2 − q22)
= −1
4
,
а соответствующее отображение Абеля–Якоби на гиперэллиптической кривой третьего рода
формально дается теми же выражениями, что и ранее (2.7):∫ q1
q0
Ω1 +
∫ q2
q0
Ω1 = β1,
∫ q1
q0
Ω3 +
∫ q2
q0
Ω3 = −2t + β2.
Здесь
Ω1 =
dq
(b2 − q2)(8Ĥ1p + e− 16p3(b2 − q2))
, Ω3 =
dq
8Ĥ1p + e− 16p3(b2 − q2)
,
а p — это решение p(q) нового разделенного уравнения (2.8).
2.2. Система Чаплыгина
Системой Чаплыгина будем называть интегрируемую систему с функцией Гамильтона
H1 = J21 + J
2
2 + 2J
2
3 − 2a(x21 − x22)− 2bx1x2 −
c
x23
, (2.12)
так как при c = 0 эта система и переменные разделения для нее были построены Чаплы-
гиным в работе [6]. Сингулярное слагаемое к гамильтониану было добавлено Горячевым
в работе [10].
Используя поворот (1.5) вокруг третьей оси [2, 11], мы можем всегда положить b = 0.
В этом случае второй интеграл движения равен
H2 =
(
J21 + J
2
2 −
c
x23
)2
− 4ax23(J21 − J22 ) + 4a2x43.
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Согласно [19, 23], координаты q1,2 (2.1) являются переменными разделения для данной
интегрируемой системы при α = 2 и b = 0.
В этом случае q1,2 будут корнями полинома (2.1)
B(λ) = (λ− q1)(λ− q2) = λ2 − J
2
1 + J
2
2
x23
λ− 2aJ
2
2
x23
+
a(J21 + J
2
2 )
x23
− a2,
а сопряженные импульсы p1,2 (2.2) определяются значениями вспомогательного полинома
первого порядка по λ
A(λ) = −x2J1 − x1J2
2x3
λ− ax1x2J3
x21 + x
2
2
− a(x
2
1 − x22)(x2J1 − x1J2)
2(x21 + x
2
2)x3
в точках λ = q1,2.
Исходные физические переменные в терминах переменных разделения имеют вид
x1 =
√
2(q1 − a)(a− q2)(p1(q1 + a)− p2(q2 + a))√
a(q1 − q2) ,
x2 =
√
2(q1 + a)(q2 + a)(p1(q1 − a)− p2(q2 − a))√
a(q1 − q2) ,
x3 =
√
1− 4(q
2
1 − a2)p21 − (q22 − a2)p22
q1 − q2 ,
J1 =
√
(a + q1)(a + q2)
2a
x3, J2 = −
√
(q1 − a)(a− q2)
2a
x3,
J3 = −2
√
(q21 − a2)(a2 − q22)
p1 − p2
q1 − q2 .
(2.13)
Областью определения новых координат является
q1 > a > q2.
В терминах переменных разделения интегралы движения равны
H1 = 4(a2 − q21)p21 + 4(a2 − q22)p22 + q1 + q2 −
c
4(a2 − q21)p21 − 4(a2 − q22)p22 + q1 − q2
,
H2 =
(
4(a2 − q21)p21 − 4(a2 − q22)p22 + q1 − q2
)2
+
c2(q1 − q2)2(
4(a2 − q21)p21 − 4(a2 − q22)p22 + q1 − q2
)2 −
− 2c(q1 + q2).
Данные интегралы движения и вещественные переменные разделения удовлетворяют раз-
деленным уравнениям
Φ =
(
8(q2 − a2)p2 − 2q + H1 −
√
H2
)(
8(q2 − a2)p2 − 2q + H1 +
√
H2
)
− 4cq = 0, (2.14)
при q = q1,2 и p = p1,2. Уравнение Φ(q, p) = 0 с вещественными коэффициентами определяет
алгебраическую кривую второго рода со следующим базисом голоморфных дифференциа-
лов:
Ω1 =
dq
p(a2 − q2)
(
H1 − 8(a2 − q2)p2 − 2q
) , Ω2 =
(
4(a2 − q2)p2 + q
)
dq
p(a2 − q2)
(
H1 − 8(a2 − q2)p2 − 2q
) .
(2.15)
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Соответствующие квадратуры равны
q˙1
p1(a2 − q21)
(
H1 − 8(a2 − q21)p21 − 2q1
) + q˙2
p2(a2 − q22)
(
H1 − 8(a2 − q22)p22 − 2q2
) = 0,
(
4(a2 − q21)p21 + q1
)
q˙1
p1(a2 − q21)
(
H1 − 8(a2 − q21)p21 − 2q1
) +
(
4(a2 − q22)p22 + q2
)
q˙2
p2(a2 − q22)
(
H1 − 8(a2 − q22)p22 − 2q2
) = 8.
Отображение Абеля-Якоби на гиперэллиптической кривой рода второго имеет стандартную
форму ∫ q1
q0
Ω1 +
∫ q2
q0
Ω1 = β1,
∫ q1
q0
Ω2 +
∫ q2
q0
Ω2 = 8t + β2,
где p в Ω1,2 является решением разделенного уравнения (2.14).
2.2.1. Деформации системы Чаплыгина
Согласно [19, 23], если мы подставим эти переменные разделения в следующие разде-
ленные уравнения
Φ1 =
(
8(q2−a2)p2−2dq+Ĥ1−
√
Ĥ2
)(
8(q2−a2)p2−2dq+Ĥ1+
√
Ĥ2
)
−4cq+e(q2−a2)p = 0,
(2.16)
то получим функцию Гамильтона обобщенной системы Чаплыгина
Ĥ1 =
(
1− 1− d
x23
)
(J21+J
2
2 )+2J
2
3−2a(x21−x22)−2bx1x2−
c
d− 1 + x23
+
(x2J1 − x1J2)e
8(d− x21 − x22)x3
. (2.17)
Как и для случая волчка Ковалевской, используя каноническое преобразование (1.8) с функ-
цией
f(x3) =
ex3
√
1− x23
16(d − 1 + x23)2
,
мы можем преобразовать функцию Гамильтона (2.17) к натуральному виду
Ĥ1 =
(
1− 1− d
x23
)
(J21 + J
2
2 ) + 2J
2
3 − 2a(x21 − x22)− 2bx1x2 −
c
d− 1 + x23
+
e(x23 − 1)
256(d − 1 + x23)3
.
При d = 1 дополнительный член равен e(x−43 − x−63 ), и такая система совпадает с одной
из деформаций, рассмотренных в [29].
Деформация (2.17) связана с гиперэллиптической кривой третьего рода с голоморф-
ными дифференциалами
Ω1 =
dq
(a2 − q2)
(
e + 32p
(
Ĥ1 − 8(a2 − q2)p2 − 2dq
)) ,
Ω2 =
qdq
(a2 − q2)
(
e + 32p
(
Ĥ1 − 8(a2 − q2)p2 − 2dq
)) ,
Ω3 =
p2dq
e + 32p
(
Ĥ1 − 8(a2 − q2)p2 − 2dq
) ,
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которые все входят в соответствующие квадратуры∫ q1
q0
Ω1 +
∫ q2
q0
Ω1 = β1,
∫ q1
q0
(4Ω2 + dΩ3) +
∫ q2
q0
(4Ω2 + dΩ3) = − t4 + β2,
в отличие от других интегрируемых систем, связанных с алгебраическими кривыми треть-
его рода, рассмотренных в этой статье.
3. Интегрируемые системы, связанные с тригональными
кривыми
Следуя работам [23, 25, 26], введем комплексные координаты q1,2 на том же самом
фазовом пространстве T ∗S2 как корни другого полинома второго порядка по λ
B(λ) = (λ− q1)(λ− q2) = λ2 − i
√
Fλ + Λ, i =
√−1, (3.1)
коэффициенты которого
F =
(
g(θ)pθ − ih(θ)pφ
)2
, Λ = α exp
(
iφ−
∫
h(θ)
g(θ)
dθ
)
(3.2)
зависят от произвольных функций g(θ) и h(θ). Сопряженные импульсы p1,2 при этом равны
pk = A(λ = qk), A(λ) = i
∫
dθ
g(θ)
− ipφ
λ
. (3.3)
Легко доказать, что эти полиномы удовлетворяют соотношениям
{B(λ), A(μ)} = λ
μ− λ
(
B(λ)
λ
− B(μ)
μ
)
, {A(λ), A(μ)} = {B(λ), B(μ)} = 0, (3.4)
которые гарантируют, что исходные скобки Пуассона между новыми переменными явля-
ются каноническими:
{qi, pj} = δij , {q1, q2} = {p1, p2} = 0.
Подставляя эти канонические переменные
x = a q−1k , z = a0pk, k = 1, 2, a, a0 ∈ R, (3.5)
в общее уравнение алгебраической кривой (3,4)-типа
Φ(z, x) = z3 + (a1x + a2)z2 + (H1x2 + b1x + b2)z + x4 + H2x3 + c1x2 + c2x + c3 = 0 (3.6)
и решая полученную систему разделенных уравнений относительно H1,2, мы получим сле-
дующую функцию Гамильтона:
H1 = T +V +
(
c2 + ia0b1w2 − a20a1w22
a0aw2
h +
2a0a1w2 − ib1
aw2
)
ipφ− gw2(c2 + ia0b1w2 − a
2
0a1w
2
2)
aa0
pθ,
(3.7)
где гамильтониан T , отвечающий движению по геодезическим, и потенциал V равны
T =
(
a20(h
2w22 − 3hw2 + 3)
a2
− ia0a2(hw2 − 1)
2
a2w2
− b2h(hw2 − 1)
a2w2
+
ic3h2
a0a2w2
)
p2φ +
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+
ig
a2w2
((
2a20w
3
2 − 2ia0a2w22 − 2b2w2 +
2ic3
a0
)
h− 3a20w22 + 2ia0a2w2 + b2
)
pφpθ +
+
g2(a0b2w2 + ia20a2w
2
2 − a30w32 − ic3)
a2a0w2
p2θ,
V = − ia
2e−iφ
αa0w1w2
+
(a0b2w2 + ia20a2w
2
2 − a30w32 − ic3)αw1eiφ
a0a2w2
+
ic1
a0w2
.
Здесь
w1 = exp
(
−
∫
h(θ)
g(θ)
dθ
)
, w2 =
∫
dθ
g(θ)
.
При этом второй интеграл движения H2 является кубическим полиномом по импульсам pφ
и pθ.
Полученный гамильтониан H1 (3.7) является гамильтонианом натурального вида, если
и только если
2a0a1w2 − ib1 = 0, c2 + ia0b1w2 − a20a1w22 = 0.
Так как w2 = 0, то мы должны положить
a1 = b1 = c2 = 0.
Если же мы хотим получить диагональную метрику, то нам необходимо дополнительно
решить интегральное уравнение
2h(a30w
3
2 − ia20a2w22 − a0b2w2 + ic3)− 3a30w22 + 2ia20a2w2 + a0b2 = 0, (3.8)
относительно функций h(θ), w2(θ) и параметров a0, a2, b2, c3. Если при этом мы хотим по-
лучить также вещественный потенциал вида
V = f1(θ) cos(φ) + f2(θ)
в (3.7), то мы должны добавить еще одно уравнение к (3.8)
iα2(a30w
3
2 − ia20a2w22 − a0b2w2 + ic3)w21 + a4 = 0, (3.9)
зависящее дополнительно от функции w1, параметров a (3.5) и α (3.2).
Некоторые частные решения этих уравнений были исследованы в работах [17, 23, 25],
включая интегрируемые системы, полученные ранее Горячевым, Чаплыгиным и др. Для всех
этих систем мы соберем значения a0 и коэффициенты уравнения (3.8), равные нулю, в сле-
дующую таблицу:
Волчок Горячева–Чаплыгина a0 = 2ia b2 = c3 = 0
Система Горячева a0 = 2ia/3 a2 = b2 = 0
Случай 3 из [17] a0 = ia/3 a2 = b2 = 0
Система Дуллина–Матвеева a0 = ia c3 = 0
Случай 5 из [17] a0 = ia/2 a2 = c3 = 0
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Интегрируемые системы с совпадающими коэффициентами в разделенных уравнениях (3.6),
но с отличными a0 и a′0 в подстановках (3.5) связаны неканоническим преобразованием им-
пульсов
z = a0pk → z = a′0pk, k = 1, 2. (3.10)
Для всех этих систем разделенные уравнения задаются уравнением с вещественными ко-
эффициентами, в которые мы подставляем комплексные переменные разделения.
3.1. Волчок Горячева–Чаплыгина
Волчок Горячева–Чаплыгина имеет следующие интегралы движения:
H1 = J21 + J
2
2 + 4J
2
3 + ax1 +
b
x23
, H2 = 2J3
(
J21 + J
2
2 +
b
x23
)
+ ax3J1. (3.11)
В этом случае переменные разделения (3.1), (3.3) определяются соотношениями
q1 + q2 = −2J3
x23
− J1 + iJ2
x3(x1 + ix2)
, q1q2 =
a
2x23(x1 + ix2)
, p1,2 =
ix23
2
+
iJ3
q1,2
.
Выражения для исходных физических переменных через переменные разделения имеют
вид
x1 + ix2 = − ia(q1 − q2)4q1q1(p1q1 − q2p2) , x3 =
√
−2i(p1q1 − q2p2)
q1 − q2 ,
J1 + iJ2 =
a(q21p1 − q22p2)
2q1q2(p1q1 − q2p2)
√
−2i(p1q1 − q2p2)
q1 − q2
, J3 =
iq1q2(p1 − p2)
q1 − q2 ,
x1 − ix2 = 4q1q2
a(q1 − q2)2 ,
(
(i− 2p1)q21p1 + (4p1p2 − ip1 − ip2)q1q2 + (i− 2p2)q22p2
)
,
J1 − iJ2 = − 8iq1q2
a(q1 − q2)2
√
−2i(p1q1 − q2p2)
q1 − q2
(
q1p1 − q2p2)(i− 2p1)p1q21+
+ (q1p1 + q2p2)(i− 2p2)p2q22
)
;
разделенные уравнения порождаются уравнением с вещественными коэффициентами
Φ(q, μ) = (μ2 − b)q2 + (μ3 −H1μ + H2)q + a
2
4
= 0, q = q1,2, μ = 2i q1,2p1,2. (3.12)
Уравнения движения в переменных разделения выглядят следующим образом:
q˙1
q1(3μ21 + 2q1μ1 −H1)
+
q˙2
q2(3μ22 + 2q2μ2 −H1)
= 0,
˙μ1q1
q1(3μ21 + 2q1μ1 −H1)
+
˙μ2q2
q2(3μ22 + 2q2μ2 −H1)
= 2i.
Замена переменных
q =
a2
4x
, μ =
z
x
(3.13)
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приводит кривую (3.12) к канонической форме (3.6) при
a1 = b1 = b2 = c2 = c3 = 0,
тогда как остальные ненулевые параметры являются функциями от a, b и интегралов дви-
жения.
3.1.1. Деформация волчка Горячева–Чаплыгина
Подставляя q = q1,2 и μ = 2i q1,2p1,2 в уравнение алгебраической кривой третьего рода
Φ1(q, μ) = cq3 + (μ2 + dμ− b)q2 + (μ3 + eμ2 − Ĥ1μ + Ĥ2)q + a
2
4
= 0 (3.14)
и решая пару полученных уравнений относительно Ĥ1,2, мы получим деформацию исход-
ного гамильтониана
Ĥ1 = J21 + J
2
2 + 4J
2
3 + ax1 +
b
x23
−
(
e− c− d + e
x21 + x
2
2
+
c
x23
− 2c
x43
)
J3 +
(c− dx23 + ex43)2
4x63(x
2
1 + x
2
2)
.
Здесь мы приводим гамильтониан уже после дополнительного канонического преобразова-
ния (1.8) при
f = − i(ex
4
3 − dx23 + c)
2
√
1− x23 x33
.
Для данной деформации квадратуры имеют вид
2∑
k=1
q˙k
qk(3μ2k + 2μkqk + 2eμk + dqk − Ĥ1)
= 0,
2∑
k=1
μk q˙k
qk(3μ2k + 2μkqk + 2eμk + dqk − Ĥ1)
= 2i.
μk = 2i qkpk (3.15)
В частном случае c = 0 и d = e мы получаем обычный гиростат Горячева–Чаплыгина
с гамильтонианом
Ĥ1 = J21 + J
2
2 + 4J
2
3 − eJ3 + ax1 +
b
x23
,
но при этом уравнение (3.14) определяет гиперэллиптическую кривую второго рода вместо
тригональной кривой третьего рода.
3.2. Система Горячева
Рассмотрим систему Горячева на сфере [9] с интегралами движения
H1 = J21 + J
2
2 +
4
3
J23 +
ax1
x
2/3
3
+
b
x
2/3
3
,
H2 = −2J33
(
J21 + J
2
2 +
8
9
J23 +
b
x
2/3
3
)
+
a(3x3J1 − 2x1J3)
3x2/33
.
(3.16)
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Переменные разделения q1,2 и p1,2 (3.1), (3.3) определены соотношениями
q1 + q2 =
x
4/3
3 J3
1− x23
+
i(J1x2 − x1J2)x1/33
1− x23
, q1q2 =
a
2(x1 + ix2)
, p1,2 =
3ix2/33
2
+
iJ3
q1,2
,
а обратное преобразование выглядит следующим образом:
x1 + ix2 =
a
2q1q2
, J3 =
iq1q2(p1 − p2)
q1 − q2 ,
x1 − ix2 = 2q1q2(1− x
2
3)
a
, J1 + iJ2 = −a(q1 + q2)
2q1q2x
1/3
3
,
J1 − iJ2 = −4iq
2
1q
2
2(p1 − p2)
a(q1 − q2) x3 +
2q1q2(1− x23)(q1 + q2)
ax
1/3
3
, (3.17)
где
x3 =
(
−2i(p1q1 − p2q2)
3(q1 − q2)
)3/2
.
Разделенные уравнения задаются следующим уравнением с вещественными коэффициен-
тами:
Φ(q, μ) = q4 − bq2 + (μ3 −H1μ + H2)q + a
2
4
= 0, q = q1,2, μ =
2i
3
q1,2p1,2. (3.18)
В этом случае квадратуры равны∫ q1
q0
dq
q(3μ2 −H1) +
∫ q2
q0
dq
q(3μ2 −H1) = β1,
(3.19)∫ q1
q0
μdq
q(3μ2 −H1) +
∫ q2
q0
μdq
q(3μ2 −H1) =
2i
3
t + β2.
Как обычно, здесь μ является функцией от q, полученной из разделенного уравнения (3.18).
3.2.1. Деформация системы Горячева
Используя для построения разделенных уравнений тригональную кривую третьего ро-
да более общего вида
Φ1 = q4 + cq3 − bq2 + (μ3 + dμ2 − Ĥ1μ + Ĥ2)q + a
2
4
= 0, (3.20)
вместо (3.18), мы получим следующую интегрируемую деформацию исходной функции Га-
мильтона (3.16):
Ĥ1 = H1 −
(
d
3
+
d + cx2/33
x21 + x
2
2
)
J3 +
(c + dx4/33 )
2
4(x21 + x
2
2)x
2/3
3
(3.21)
после канонического преобразования (1.8) при
f = − i(c + dx
4/3
3 )
2
√
1− x23x1/33
.
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Соответствующие уравнения движения имеют вид
q˙1
q1(3μ21 + 2dμ1 − Ĥ1)
+
q˙2
q2(3μ22 + 2dμ2 − Ĥ1)
= 0,
μ1q˙1
q1(3μ21 + 2dμ1 − Ĥ1)
+
μ1q˙2
q2(3μ22 + 2dμ2 − Ĥ1)
=
2i
3
.
μk =
2i
3
qkpk (3.22)
Преобразование (3.13) приводит кривую (3.20) к канонической форме (3.6) при a2 = b1 =
= b2 = 0.
3.3. Случай 3 из [17]
Рассмотрим еще одну систему из работы [17] с интегралами движения
H1 = J21 + J
2
2 +
(
1
12
+
(2x3 + 1)
2(x3 + 1)
)
J23 +
ax1
(x3 + 1)5/6
+
b
(x3 + 1)1/3
,
H2 =
1
27
J33 −
1
3
J3H1 − a(x3 + 1)1/6 J1 + ax1J32(x3 + 1)5/6
.
(3.23)
Соответствующие переменные разделения q1,2 и p1,2 (3.1), (3.3) определяются соотношени-
ями
q1+q2 = −(1 + x3)
2/3J3
2(x3 − 1) −
i(x2J1 − x1J2)
(1 + x3)1/3(x3 − 1)
, q1q2 =
a
√
1 + x3
2(x1 + ix2)
, p1,2 = 3i(1+x3)1/3+
iJ3
q1,2
,
а обратное преобразование имеет вид
x1 + ix2 =
a
√
1 + x3
2q1q2
, J3 =
iq1q2(p1 − p2)
q1 − q2 ,
x1 − ix2 = −2q1q2(x
2
3 − 1)
a
√
1 + x3
, J1 + iJ2 =
ia(p1 − p2)
4(q1 − q2)
√
1 + x3
− a(q1 + q2)
2q1q2(1 + x3)1/6
,
J1 − iJ2 = − iq
2
1q
2
2(3x3 + 1)(p1 − p2)
a(q1 − q2)
√
1 + x3
− 2q1q2(q1 + q2)(x3 − 1)
a(1 + x3)1/6
, (3.24)
где
x3 =
i(p1q1 − p2q2)3
27(q1 − q2)3 − 1.
Разделенные уравнения получаются из одного уравнения с вещественными коэффициен-
тами
Φ(q, μ) = 2q4 − bq2 + (μ3 q −H1μ + H2)q + a
2
4
= 0, q = q1,2, μ =
i q1,2p1,2
3
. (3.25)
Соответствующие квадратуры равны∫ q1
q0
q˙
q(3μ2 −H1) +
∫ q2
q0
q˙
q(3μ2 −H1) = β1,∫ q1
q0
μq˙
q(3μ2 −H1) +
∫ q2
q0
μq˙
q(3μ2 −H1) =
i
3
t + β2.
(3.26)
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Как в случае системы Горячева, бирациональная замена (3.13) приводит уравнение (3.25)
к канонической форме (3.6) при
a1 = a2 = b1 = b2 = c2 = 0.
Это позволяет доказать, что интегралы движения системы (3.23) связаны с интегралами
движения (3.16) для системы Горячева неканоническим преобразованием (3.10).
Может показаться, что квадратуры (3.19) и (3.26) тривиальными образом связаны друг
с другом с заменой времени
t → 2t,
но нужно помнить, что μ в (3.19) есть функция от q, полученная из (3.18), тогда как μ
в (3.26) есть совершенно другая функция от q, полученная из (3.25).
3.3.1. Деформация системы (3.23)
Как и в случае системы Горячева, мы можем добавить два слагаемых к исходному
уравнению тригональной кривой третьего рода (3.25):
Φ1 = 2q4 + cq3 − bq2 + (μ3 + dμ2 − Ĥ1μ + Ĥ2)q + a
2
4
= 0. (3.27)
Деформация исходного гамильтониана (3.23) имеет следующий вид:
Ĥ1 = H1 −
(
d
6
− d
x3 − 1 −
c(1 + x3)1/3
2(x3 − 1)
)
J3 +
(
d
√
1 + x3 + c(1 + x3)−1/6
)2
4(1 − x3) , (3.28)
после канонического преобразования (1.8) при
f = −
i
(
d(1 + x3) + c(1 + x3)1/3
)
2
√
1− x23
.
В этом случае уравнения движения приводятся к следующим квадратурам:
q˙1
q1(3μ21 + 2dμ1 − Ĥ1)
+
q˙2
q2(3μ22 + 2dμ2 − Ĥ1)
= 0,
μ1q˙1
q1(3μ21 + 2dμ1 − Ĥ1)
+
μ2q˙2
q2(3μ22 + 2dμ2 − Ĥ1)
=
i
3
.
μk =
i
3
qkpk, (3.29)
3.4. Систама Дуллина–Матвеева
Рассмотрим систему Дуллина–Матвеева [7] с интегралами движения
H1 = J21 + J
2
2 +
(
1 +
x3
x3 + c
− x
2
3 − |x|2
4(x3 + c)2
)
J23 +
ax1
(x3 + c)1/2
+
b
x3 + c
,
H2 = −
(
J21 + J
2
2 −
J23
4
+
(4x23 + 6x3c + c
2 + |x|2)J23
4(x3 + c)2
+
b
x3 + c
)
J3+
+ a
√
x3 + cJ1 − ax1J32√x3 + c.
(3.30)
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Переменные разделения q1,2 и p1,2 определяются с помощью соотношений (3.1), (3.3), кото-
рые в данном случае имеют вид
q1 + q2 = − J32(c + x3) −
J1 + iJ2
x1 + ix2
, q1q2 =
a
2(x1 + ix2)
√
c + x3
, p1,2 = i(c + x3) +
iJ3
q1,2
,
или с помощью обратного преобразования
x1 + ix2 =
a
2
√
− i(p1q1 − p2q2)
q1 − q2 q1q2
, x3 = − i(p1q1 − q2p2)
q1 − q2 − c, J3 =
iq1q2(p1 − p2)
q1 − q2 ,
x1 − ix2 = −
2
√
− i(p1q1 − p2q2)
q1 − q2 q1q2
a(q1 − q2)2
(
(c + 1 + ip1)q1 − (c + 1 + ip2)q2
)
×
×
(
(c− 1 + ip1)q1 − (c− 1 + ip2)q2
)
,
J1 + iJ2 = − a(q1(2q1 + q2)p1 − q2(2q2 + q1)p2)
4
√
− i(p1q1 − p2q2)
q1 − q2 , q1q2(p1q1 − p2q2)
,
J1 − iJ2 = iq1q2
a
√
− i(p1q1 − p2q2)
q1 − q2 (q1 − q2)
(
(c + 1 + ip1)(c− 1 + ip1)(2p1q1 − 3q2p1 − p2q2)q31
)
+
+
(
2i(p1 + p2)c− 4p1p2
)
(p1 − p2)q21q22−
− (c + 1 + ip2)(c − 1 + ip2)(2p2q2 − 3q1p2 − p1q1)q32 .
(3.31)
Разделенные уравнения определяются уравнением с вещественными коэффициентами
Φ(q, μ) = μ(c2 − 1)q3 + (2cμ2 − b)q2 + (μ3 −H1μ + H2) q + a
2
4
= 0, q = q1,2, μ = i q1,2p1,2,
(3.32)
а квадратуры в дифференциальной форме имеют вид
q˙1
q1
(
(c2 − 1)q21 + 4cq1μ1 + 3μ21 −H1
) + q˙2
q2
(
(c2 − 1)q22 + 4cq2μ2 + 3μ22 −H1
) = 0,
μ1q˙1
q1
(
(c2 − 1)q21 + 4cq1μ1 + 3μ21 −H1
) + μ2q˙2
q2
(
(c2 − 1)q22 + 4cq2μ2 + 3μ22 −H1
) = i.
3.4.1. Деформация системы Дуллина–Матвеева
Подставляя q = q1,2 и μ = i q1,2p1,2 в следующее уравнение алгебраической кривой
третьего рода
Φ1 = μ(c2 − 1)q3 + (2cμ2 + dμ− b)q2 + (μ3 + eμ2 − Ĥ1μ + Ĥ2)q + a
2
4
= 0 (3.33)
и решая пару полученных уравнений относительно Ĥ1,2, мы получим деформацию исходной
функции Гамильтона (3.30)
Ĥ1 = H1 − 12
(
e− d
c + x3
+
(ce− d)x3 + e
x21 + x
2
2
)
J3 +−(ce− d + x3e)
2
4(x21 + x
2
2)
, (3.34)
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после канонического преобразования (1.8) при
f = − i(ce − d + x3e)
2
√
1− x23
.
Используя ту же бирациональную замену (3.13), кривую (3.20) можно привести к канони-
ческой форме (3.6) при c2 = c3 = 0.
Уравнения движения для переменных разделения равны
2∑
k=1
q˙k
qk(3μ2k + 4cqkμk + 2eμk + q
2
k(c
2 − 1) + dqk − Ĥ1)
= 0,
2∑
k=1
μkq˙k
qk(3μ2k + 4cqkμk + 2eμk + q
2
k(c2 − 1) + dqk − Ĥ1)
= i.
μk = iqkpk, (3.35)
3.5. Случай 5 из [17]
Перейдем к рассмотрению последней системы из работы [17], обладающей интегралами
движения
H1 = J21 + J
2
2 +
(
3
16
+
8x3 + 5
8(x3 + 1)
)
J23 +
ax1
(x3 + 1)3/4
+
b√
x3 + 1
,
H2 =
1
8
J33 −
1
2
H1J3 + a(x3 + 1)1/4J1 −− ax1J34(x3 + 1)3/4
.
(3.36)
Переменные разделения q1,2 и p1,2 (3.1), (3.3) находятся из соотношений
q1+q2 =
(3x3 + 1)J3
4
√
x3 + 1(1− x3)
+
i(x2J1 − x1J2)√
x3 + 1(1− x3)
, q1q2 =
a(x3 + 1)1/4
2(x1 + ix2)
, p1,2 = 2i
√
x3 + 1+
iJ3
q1,2
.
Исходные физические переменные как функции от переменных разделения имеют вид
x1 + ix2 =
a(x3 + 1)1/4
2q1q2
, J3 =
iq1q2(p1 − p2)
q1 − q2 ,
x1 − ix2 = −2q1q2(x
2
3 − 1)
a(x3 + 1)1/4
, J1 + iJ2 =
ia(p1 − p2)
8(q1 − q2)(x3 + 1)3/4
− a(q1 + q2)
2q1q2(x3 + 1)1/4
,
J1 − iJ2 = − iq
2
1q
2
2(7x3 + 1)(p1 − p2)
2a(q1 − q2((x3 + 1)1/4
− 2q1q2(q1 + q2)(x3 − 1)(x3 + 1)
1/4
a
,
(3.37)
где
x3 = −(p1q1 − p2q2)
2
4(q1 − q2)2 − 1.
Разделенные уравнения могут быть получены из уравнения с вещественными коэффици-
ентами
Φ(q, μ) = −2μq3 − bq2 + (μ3 −H1μ + H2)q + a
2
4
= 0, q = q1,2, μ =
i
2
q1,2p1,2, (3.38)
а квадратуры в дифференциальной форме имеют вид
q˙1
q1(3μ21 −H1 − 2q21)
+
q˙2
q2(3μ22 −H1 − 2q22)
= 0,
μ1q˙1
q1(3μ21 −H1 − 2q21)
+
μ2q˙2
q2(3μ22 −H1 − 2q22)
=
i
2
. (3.39)
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3.5.1. Деформация системы (3.36)
Добавим три члена в уравнение тригональной кривой (3.38):
Φ1 = (c− 2μ)q3 − (dμ + b)q2 + (μ3 + eμ2 − Ĥ1μ + Ĥ2)q + a
2
4
= 0. (3.40)
Соответствующая деформация исходного гамильтониана (3.36) имеет следующий вид:
Ĥ1 = H1 −
(
e
4
+
c + 2e
2(1− x3) +
c
4(1 + x3)
+
d(x23 + 4x3 + 3)
4(1 − x3)(1 + x3)3/2
)
J3 +
+
1
4(1 − x3)
(
e
√
1 + x3 + d +
c√
1 + x3
)2
, (3.41)
после канонического преобразования (1.8) при
f = − ic + ie(1 + x3)
2
√
1− x23
− id
2
√
1− x3
.
В этом случае квадратуры равны
2∑
k=1
q˙k
qk(3μ2k + 2eμk − 2q2k − dqk − Ĥ1)
= 0, μk =
i
2
qkpk,
2∑
k=1
μkq˙k
qk(3μ2k + 2eμk − 2q2k − dqk − Ĥ1)
=
i
2
.
(3.42)
Как и ранее, неканонические преобразования (3.10) разделенных импульсов связывают
уравнения (3.42) с аналогичными уравнениями (3.35) для деформированной системы Дул-
лина–Матвеева.
4. Заключение
В работах [19, 20, 25] для различных интегрируемых систем на сфере с интегралами
движения третьего и четвертого порядка методом грубой силы (т. е. методом подстановок,
ограничений и выбором специальной стратегии решений) были решены переопределенные
системы алгебро-дифференциальных уравнения, которые в бигамильтоновой геометрии ис-
пользуются для определения переменных разделения. В работах [22, 23] было введено по-
нятие тензоров Пуассона натурального вида, что позволило понять геометрические истоки
данного алгоритма и найти некоторые общие геометрические свойства переменных разделе-
ния для волчка Ковалевской, системы Чаплыгина, гиростата Горячева–Чаплыгина, систем
Горячева и Дуллина–Матвеева и др.
В этой (в некоторой мере более технической) статье мы продолжаем наше исследование
для того, чтобы явно описать канонические отображения исходных физических переменных
в переменные разделения и обратно, чтобы найти соответствующие квадратуры и обсудить
различные возможные интегрируемые деформации исходных систем, связанные с гиперэл-
липтическими и тригональными алгебраическими кривыми третьего рода.
В разделе 2 рассмотрены вещественные переменные разделения и разделенные уравне-
ния с вещественными коэффициентами. В разделе 3 переменные разделения комплексные,
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но коэффициенты разделенных уравнений (равно как и уравнений Абеля–Якоби) все равно
остаются вещественными. Видимо, их возможно использовать для исследований тополо-
гического и качественного характера, т. е. для описания реальных движений. Аналогич-
ные комплексные переменные, лежащие на вещественных кривых, для волчка Ковалев-
ской и гиростата Горячева–Чаплыгина были найдены в [14], для гиростата Ковалевской–
Горячева–Чаплыгина в [15], для системы Стеклова–Ляпунова в [24]. Вещественные пере-
менные для случая Стеклова–Ляпунова были найдены в [16]. В отличие от вещественного
варианта [16], комплексные переменные [24] могут быть обобщены на случай Рубановско-
го [28]. Эти и другие комплексные переменные разделения обсуждаются в книге [3].
Отметим еще недавно вышедший сборник классических работ, посвященных системе
Клебша и связанным с ней интегрируемым системам [4]. Этой задачей занимались многие
выдающиеся математики (см. предисловие [4] и библиографию к нему)1. Однако, несмотря
на ее сравнительную простоту (по сравнению с другими обсуждаемыми случаями) для этой
системы не найдено пока ни комплексного, ни вещественного разделения переменных. Воз-
можно, это связано с некоторыми препятствиями топологического либо аналитического
характера.
Дальнейшее изучение этих комплексных переменных разделения и соответствующих
вещественных алгебраических кривых связано с численным, алгебро-геометрическим и то-
пологическим анализом полученных квадратур. Для динамических систем, связанных
с (3,4)-типа тригональной кривой (3.6), также планируется обсудить возможность прило-
жения критерия Ковалевской–Пенлеве к этим системам, так как в общем случае решение
соответствующих квадратур, по-видимому, будет не мероморфной функцией от времени.
Авторы благодарят А.В.Борисова и Ю.Н.Федорова за интерес к работе и ценные за-
мечания.
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